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У статті розглянуті можливі шляхи розвитку та удосконалення плоскої математичної моделі руху 
зчленованого дволанкового автопотяга з урахуванням колії, та доведення цієї моделі до просторової, яка могла б 
враховувати зміну вертикальних навантажень та наступну зміну бокових сил відведення, які впливають на 
показники повороткості та керованості зчленованого транспортного засобу. Ця стаття пропонує побудову 
просторової математичної моделі дволанкового автопотяга з урахуванням вертикальної складової. Автори 
розглядають проблеми, пов'язані з рухом дволанкового автопотяга по нерівностям терену та перепадами висот, 
які можуть виникати на трасі. Вони враховують вплив гравітаційної сили на рух потяга і розробляють 
математичну модель, яка описує цей процес. У статті представлені математичні рівняння, що описують рух 
дволанкового автопотяга у тривимірному просторі. Вони враховують масу потяга, сили тяги, опору повітря, 
гравітаційну силу і реакції від землі. Автори використовують числові методи для розв'язання цих рівнянь і 
проводять комп'ютерне моделювання для вивчення руху потяга в різних умовах. Результати дослідження 
демонструють, що вертикальна складова має значний вплив на рух дволанкового автопотяга. Вона може 
впливати на швидкість руху, енергоефективність та стійкість потяга. Автори роблять висновок про 
необхідність врахування вертикальної складової при побудові математичних моделей дволанкових автопотягів. 
Ця стаття має важливе значення для дослідників та інженерів, які працюють у галузі розробки та проектування 
автопотягів. Врахування вертикальної складової допоможе поліпшити точність математичних моделей і 
підвищити ефективність руху дволанкових автопотягів у реальних умовах експлуатації. Отримані результати 
мають важливе значення для розробки та вдосконалення систем управління дволанковими автопотягами, 
зокрема у галузях транспорту, логістики та мобільних роботів. Запропонована модель може бути використана 
для оптимізації траєкторії руху, підвищення ефективності та безпеки роботи автопотягів у реальних умовах. 
Запропонована модель розрахована на кругові стаціонарні та перехідні режими руху зчленованого автопотяга з 
наступною можливістю проведення порівняльного аналізу з натурним експериментом. 
Ключові слова: просторова математична модель, кругові режими, вертикальні коливання, зчленований 
автопотяг. 
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The article considers possible ways of development and improvement of a flat mathematical model of the movement of an 
articulated two-link road train considering the track and bringing this model to a spatial model that could consider the 
change in vertical loads and the subsequent change in the lateral deflection forces, which affect the indicators of turning and 
controllability of the articulated vehicle. This article proposes constructing a spatial mathematical model of a two-link road 
train considering the vertical component. The authors consider the problems associated with the movement of a two-track 
train over uneven terrain and height differences that may occur on the track. They consider the gravitational force's influence 
on the train's movement and develop a mathematical model that describes this process. The article presents mathematical 
equations describing the direction of a two-track train in three-dimensional space. They consider the mass of the train, 
traction forces, air resistance, gravitational force, and reactions from the ground. The authors use numerical methods to 
solve these equations and conduct computer simulations to study train motion under various conditions. The results of the 
study demonstrate that the vertical component significantly impacts the movement of a two-track train. It can affect the 
train's speed, energy efficiency, and stability. The authors conclude with the need to consider the vertical component when 
building mathematical models of double-track road trains. This paper is essential for researchers and engineers developing 
and designing road trains. Considering the vertical part will help improve the accuracy of mathematical models and increase 
the efficiency of two-track road trains in actual operating conditions. The obtained results are essential for developing and 
improving control systems for two-track road trains, particularly in transport, logistics, and mobile robots. The proposed 
model can be used to optimize the traffic trajectory and improve the efficiency and safety of the operation of road trains in 
natural conditions. The proposed model is designed for circular stationary and transient modes of movement of an 
articulated road train with the possibility of conducting a comparative analysis with a full-scale experiment. 
Keywords: spatial mathematical model, circular modes, vertical oscillations, articulated train. 

Вступ 

Процеси урбанізації  призводять до перетоку населення з сіл, раи онів у великі міста, 
обласні міста та столицю краї ни. Зростання проживаючого населення у таких містах призводить 
до підвищення навантаження на пропускну здатність міського автотранспорту. Особливо гостро 
дана проблема стої ть у містах-мільи онниках. У зв’язку з віи ськовою агресією РФ відбувся 
суттєвии  нерівномірнии  перерозподіл населення за регіонами Украї ни. Суттєвого приросту 
зазнали великі міста Західної  Украї ни, що призвело до перенавантаження та ускладнення 
обслуговування діючим автобусним парком місцевих комунальних підприємств та приватних 
автоперевізних компаніи .  

Не дивлячись на вище окреслену ситуацію, в більшості міст Украї ни за роки незалежності 
відбувся поступовии  перехід від використання великогабаритного автотранспорту (поступово 
протягом 20-25 років після становлення незалежності Украї ни) до автобусів малого класу. 
Наразі ситуація змінюється, и  маломісткі автобуси замінюють на великогабаритні. Прикладами 
можуть слугувати міста Олександрія [1], Запоріжжя [2], Хмельницькии  [3], Дрогобич [4] та ін., 
міські ради яких затвердили відповідні Програми розвитку та вдосконалення міського 
пасажирського транспорту міста до 2023-2026 рр. Програми містять перелік таких заходів, як 
оновлення, модернізацію та заміну існуючого парку, збільшення пасажиропервезень та 
підвищення пасажиронавантаження на один великогабаритнии  автобус чи тролеи бус тощо. 

Наи більш відомими виробниками зчленованих автобусів у світі є наступні компанії : 
Neoplan (Neoplan GmbH та Viseon Bus GmbH, Німеччина), Компанія VDL Bus & Coach (Нідерланди), 
Scania (Volkswagen AG, Traton, Швеція), MAN (Volkswagen AG, Traton, Німеччина), CNH Industrial 
(Велика Британія), Foothill Transit (Сполучені Штати Америки), Proterra (Сполучені Штати 
Америки), The Mercedes-Benz Group AG (Німеччина) тощо. 

Необхідно звернути уваги на перехід від традиціи них дизельних двигунів на нові з 
низьким (що працюють на водні) чи нульовим викидом (що працюють на сонячніи  енергії ) 
парникових газів, покращуючих вплив на навколишнє природне середовище. Одним з основних 
компонентів переходу саме до нульової  емісії  є електричні автобуси.  

Зростання трафіку автомобільного транспорту у містах, особливо великих, призводить 
до ускладнення руху великогабаритного транспорту, у т.ч. автобусів и  тролеи бусів. Виникає 
затримка роботи за визначеним маршрутом міського великогабаритного автотранспорту, 
підвищуються енерговитрати та знижується енергоефективність и ого роботи, и мовірність 
зростання дорожньо-транспортних подіи  тощо. В поведінці реального зчленованого міського 
автобуса велику роль, в контексті безпеки руху, відіграють показники повороткості та стіи кості, 
на які в свою чергу впливає велика кількість різноманітних параметрів як самого автопотяга, 
так і умов и ого експлуатації . В основу математичного моделювання процесів безпеки руху (наї зд 
на перешкоду, рух по дорожньому полотні з нахилом, різке гальмування) авторами покладено 
побудову просторової  математичної  моделі.  

Дволанкові автопотяги є складними системами, які використовуються для забезпечення 
швидкого и  ефективного перевезення пасажирів або вантажів. Ці потяги мають не тільки гори-
зонтальну, але и  вертикальну складові, що дозволяє ї м рухатися по різних рельєфах, таких як 
піди оми, спуски або повороти. У даніи  статті розглянуто побудову просторової  математичної  
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моделі дволанкового автопотяга з урахуванням вертикальної  складової . Ця модель допоможе 
зрозуміти та прогнозувати рух автопотяга в тривимірному просторі і дозволить враховувати 
вплив вертикальних змін на и ого поведінку. Дволанковии  автопотяг складається з двох частин 
(ланок), які з'єднані між собою. Кожна ланка може мати свої  незалежні системи керування та при-
воду. Завдяки цьому потяг може здіи снювати рухи, такі як зміна кута повороту, піди ом або спуск. 

Для побудови просторової  математичної  моделі дволанкового автопотяга з урахуванням 
вертикальної  складової  використовуються основні принципи кінематики та динаміки. Кінема-
тика вивчає рух об'єктів без урахування причин, що и ого спричиняють. Для опису руху авто-
потяга використовуються параметри, такі як координати положення, швидкість та приско-
рення. Динаміка вивчає вплив сил на рух тіл. Для дволанкового автопотяга розглядаються сили, 
що впливають на кожну ланку окремо, а також на систему в цілому. 

Основні елементи моделі: 
а) Кінематичні параметри: 
- Координати положення кожної  ланки в тривимірному просторі. 
- Швидкість та прискорення кожної  ланки. 
- Кути повороту кожної  ланки відносно фіксованих координатних вісеи . 
б) Динамічні параметри: 
- Маси кожної  ланки та ї х розподіл. 
- Сили, що впливають на кожну ланку, такі як сили тяжіння, опору повітря, сили приводу 

та гальмування. 
в) Рівняння руху. 
З використанням принципів кінематики та динаміки можна записати рівняння руху для 

кожної  ланки окремо та для системи в цілому. Ці рівняння дозволяють прогнозувати рух 
автопотяга в тривимірному просторі з урахуванням вертикальних змін. 

При побудові математичної  моделі дволанкового автопотяга з урахуванням 
вертикальної  складової  необхідно врахувати вплив піди ому, спуску та зміни висоти на рух 
автопотяга. Для цього використовуються додаткові кінематичні та динамічні параметри. 

Кінематичні параметри: додаткові координати, що описують висоту кожної  ланки 
відносно початкової  площини або іншої  фіксованої  точки. 

Динамічні параметри: додаткові сили, що впливають на кожну ланку, такі як сила 
тяжіння та сила опору, які залежать від вертикальної  складової . 

При врахуванні вертикальної  складової  важливо враховувати такі фактори, як нахил та 
крутизна шляху, наявність піди омів або спусків, а також можливість руху по нерівностях. Для 
цього можна використовувати різні моделі, наприклад: 

Модель з урахуванням нахилу шляху: В ціи  моделі беруться до уваги кути нахилу шляху 
та гравітаціи ні сили, що впливають на автопотяг. Це дозволяє враховувати вплив схилів на рух 
автопотяга та встановити оптимальні параметри для подолання нахилів. 

Модель з урахуванням спуску та піди ому: У ціи  моделі враховуються не тільки кути 
нахилу шляху, але и  наявність піди омів та спусків. Це дозволяє враховувати вплив гравітаціи них 
сил та сил опору на рух автопотяга під час піди ому та спуску. 

Модель з урахуванням нерівностеи  шляху: Ця модель враховує можливість руху 
автопотяга по нерівностях шляху, таких як вибої ни або ями. Вона включає параметри, що 
описують вертикальні зміни поверхні шляху, а також сили, що впливають на автопотяг під час 
проходження нерівностеи . 

Модель з урахуванням висоти: Ця модель використовує додаткові координати, що 
описують висоту кожної  ланки автопотяга. Вона враховує вплив зміни висоти на кінематичні та 
динамічні параметри руху автопотяга. 

Побудова просторової  математичної  моделі дволанкового автопотяга з урахуванням 
вертикальної  складової  дозволяє вивчити та прогнозувати и ого рух в тривимірному просторі. 
Врахування вертикальної  складової  є важливим аспектом для ефективності та безпеки руху 
автопотяга, особливо при русі по шляху з нахилом, спусками або піди омами. Математична 
модель дозволяє аналізувати та встановлювати оптимальні параметри руху, що призводить до 
покращення и ого продуктивності та безпеки. 

Науковцями та практиками проведено багато досліджень з використанням математич-
ного апарату для вантажного та пасажирського великогабаритного автотранспорту, що лягли в 
основу даного дослідження. Так, Сахно В.П., Шараи  С.М., Муровании  І.С. та Човча І.В. [5] дослідили 
забезпечення курсової  стіи кості автопої здів, результатом чого стала розробка просторової  
математичної  моделі автомобільного пої зда у поперечніи  площині. Кузьо І.В. та Зінько Р.В. [6], у 
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свою чергу, звертають увагу на тягово-зчіпні пристрої , в яких об’єднані поступальні та 
обертальні кінематичні пари для багатосекціи них автобусів, тролеи бусів, трамваї в, вагонів 
метро. Для зазначених цілеи  ними використано наступні програмні продукти: NEWEUL 83, DYNA 
3D, PAM-CRASH, RADIOSS та OPTIM. 

Шматко Д.З., Сасов О.О. та Бондюк Д.М. [7] у ході дослідження прии шли до висновку, що 
використання міського пасажирського транспорту потребує відповідної  організації  руху. 
Зазначене питання вирішувалося з використанням середнього коефіцієнту заповнення 
транспортних засобів, оптимізацією пасажиромісткості одиниці транспортного засобу та 
математичним моделюванням можливого розвитку на перспективу.  

Козачок Л.М. та Лісіна О.Ю. [8, 9], використовуючи методи нечіткої  логіки, розроблили 
алгоритм пошуку розкладу роботи транспортних засобів на маршруті як послідовності 
інтервалів обслуговування, що відповідають у ході поставленої  задачі нечіткіи  функції  цілі. 

Вакуленко К.Є. та Фалецька Г.І. [10] представили математичну модель визначення 
режиму руху автобусів у міському сполученні. В основу критерії в покладено індикатори 
собівартості витрат перевізників та доходи пасажирів. 

В серії  інших досліджень, проведених за участю авторів [11-14], приділялась увага ство-
ренню просторової  математичної  моделі руху автопотяга, яка б відповідала на зміну бічних сил 
відведення при зовнішньому (наї зд на перешкоду, рух по дорожньому полотні з нахилом, різке 
гальмування) та внутрішньому (відцентрові сили при круговому русі) впливі на зміни 
параметрів руху.  

В даному дослідженні буде розглянуто поєднання між собою математичної  системи 
вертикальної  динаміки і плоскопаралельного руху і яка б враховувала усі сили та моменти 
зчленованого автопотяга.  

Мета статті 

Метою статті є доповнення існуючої  плоскої  двоколіи ної  моделі руху зчленованого 
автопотяга до просторової  моделі, шляхом об’єднання двох систем рівняння (рівняння руху та 
вертикальних коливань), та яка могла б враховувати зміну вертикальних навантажень при 
зовнішньому впливі на сам зчленовании  автопотяг. 

Виклад основного матеріалу дослідження 

Першою складовою повної  просторової  системи рівнянь руху автопої зда є рівняння 
плоскопаралельного руху [11, 15], що враховують усі нелініи ності, які притаманні плоскіи  
двоколіи ніи  моделі: фізичні (нелініи ні сили відведення) та геометричні (тригонометричні 
функції  як від параметра кута повороту керованого модуля, так і тригонометричних функціи  від 
змінної  кута складання) нелініи ності. Також необхідно звернути увагу на вибір математичної  
моделі, в основі якої  мають лежати описання способів, процесів, засобів та потрібної  вихідної  
інформації  [16]. В роботі [17] зазначено, що плоскопаралельнии  рух автопої зда з використанням 
деяких нестандартних методів дослідження динаміки такого руху дозволяє замінити 
розв’язування диференціальних рівнянь руху рівнянням головного моменту відносно до центрів 
коливань миттєвих центрів швидкостеи  і пришвидшень.  

Друга складова просторової  моделі утворюються групою рівнянь, що відповідають 
просторовим коливанням по кутам крену та тангажу обох ланок зчленованого автобуса. 
Високии  рівень формалізму і загальності забезпечує опис дії  механізму у формі рівнянь 
Лагранжа другого роду [18]. Ці рівняння можуть бути отримані на основі формалізації  рівнянь 
Лагранжа другого роду, для чого необхідно визначити кінетичну та потенціальну енергії  
системи. Коливання по кутам крену та тангажу розглядаються відносно поздовжніх та 
поперечних осеи , що є проєкціями відповідних центральних осеи  інерції  на горизонтальну 
опорну поверхню (в рамках припущення малих кутів тангажу та крену). Варто зазначити, що 
просторові коливання зчленованого автобуса залежать від жорсткісних та демпфувальних 
властивостеи  підвіски [10, 14, 15]. Прикладом може слугувати стіи кість руху, що розглядають 
для плоскої  моделі автопої зда, що досліджено в [19]. 

Об’єднання двох підсистем плоскопаралельного руху та вертикальної  динаміки 
проводиться шляхом введення в систему просторового руху моментів сил інерції  (поздовжніх та 
поперечних), які визначаються в плоскіи  моделі і прикладаються в центрах мас просторової  
моделі. В свою чергу, отримані в просторовіи  моделі вертикальні реакції  опор використовуються 
для визначення сил відведення в плоскіи  моделі. Це наближає нашу математичну модель до 
реального зчленованого автобуса. Необхідність розвитку та ї ї  ефективність буде проілюстро-
вано на прикладі аналізу властивостеи  повороткості дволанкового автобуса з різними 
варіантами прикладання тягових зусиль в наступних матеріалах. 
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Вплив системи вертикальних коливань на плоску модель через доповнення в рівняннях 
вертикального навантаження на кожне колесо було описано в роботі [13].  

Для аналізу повного впливу та взаємодії  систем одну на одну додамо до рівнянь 
вертикальної  динаміки сили, що будуть залежати від характеру руху з плоскої  моделі. Для цього 
в рівняння вертикальної  динаміки по кутовим координатам φ, φ_1 (тангажу), 𝜓, 𝜓1 (крену), 
додамо моменти сил інерції , які виникають в моделі плоскопаралельного руху. Висота центра 
мас для першої  ланки ℎ𝑚 та другої  ланки ℎ𝑚1. 

Рівняння по координаті кута φ першої  ланки набуде наступного виду: 

𝑒2 = 𝐽𝑦 (
𝑑

𝑑𝑡
𝛷(𝑡)) − (𝑧(𝑡) + ℎ𝑚)𝑚𝑢(𝑡)𝜔(𝑡) − 𝑘11(−𝑎𝜙(𝑡) − ℎ𝜓(𝑡) + 𝑧(𝑡))𝑎 − 𝑘12(−𝑎𝜙(𝑡)

+ ℎ𝜓(𝑡) + 𝑧(𝑡))𝑎 + 𝑘21(𝑏𝜙(𝑡) − ℎ𝜓(𝑡) + 𝑧(𝑡))𝑏 + 𝑘22(𝑏𝜙(𝑡) + ℎ𝜓(𝑡) + 𝑧(𝑡))𝑏
+ 𝑘31(𝑐𝜙(𝑡) − ℎ𝜓1(𝑡) + 𝑙1𝜙1(𝑡) + 𝑧(𝑡))𝑐 + 𝑘32(𝑐𝜙(𝑡) + ℎ𝜓1(𝑡) + 𝑙1𝜙1(𝑡)
+ 𝑧(𝑡))𝑐 − 𝑘𝑑11(−𝑎𝛷(𝑡) − ℎ𝛹(𝑡) + 𝑍(𝑡))𝑎 − 𝑘𝑑12(−𝑎𝛷(𝑡) + ℎ𝛹(𝑡) + 𝑍(𝑡))𝑏
+ 𝑘𝑑21(𝑏𝛷(𝑡) − ℎ𝛹(𝑡) + 𝑍(𝑡))𝑏 + 𝑘𝑑22(𝑏𝛷(𝑡) + ℎ𝛹(𝑡) + 𝑍(𝑡))𝑏 + 𝑘𝑑31(𝑐𝛷(𝑡)
− ℎ𝛹1(𝑡) + 𝑙1𝛷1(𝑡) + 𝑍(𝑡))𝑐 + 𝑘𝑑32(𝑐𝛷(𝑡) + ℎ𝛹1(𝑡) + +𝑙1𝛷1(𝑡) + 𝑍(𝑡))𝑐 

(1) 

При складанні диференціи ного рівняння по швидкості зміни кута галопування другої  

ланки 
𝑑

𝑑𝑡
𝛷1, необхідно визначити додатковии  параметр – кутову швидкість другої  ланки  𝜔1,, яка 

буде залежити від кутової  швидкості першої  ланки ω та швидкості зміни кута складання 𝛾̇: 
𝜔1 = 𝜔(𝑡) − 𝛤(𝑡) (2) 

𝑒3 = 𝐽1𝑦 (
𝑑

𝑑𝑡
𝛷1(𝑡)) − (𝑐𝜙(𝑡) + 𝑑1𝜙1(𝑡) + 𝑧(𝑡) + ℎ𝑚1)𝑚1(𝑣 𝑠𝑖𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝛾 (𝑡) + (𝑢(𝑡) − 𝜔(𝑡)𝑐)

𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑠 𝛾 (𝑡) − (𝜔(𝑡) − 𝛤(𝑡))𝑑1 − (𝜔(𝑡) − 𝛤(𝑡))𝑏1)(𝜔(𝑡) − 𝛤(𝑡)) + 𝑘31(𝑐𝜙(𝑡)
− ℎ𝜓1(𝑡) + 𝑙1𝜙1(𝑡) + 𝑧(𝑡))𝑙1 + 𝑘32(𝑐𝜙(𝑡) + ℎ𝜓1(𝑡) + 𝑙1𝜙1(𝑡) + 𝑧(𝑡))𝑙1
+ 𝑘𝑑31(𝑐𝛷(𝑡) − ℎ𝛹1(𝑡) + 𝑙1𝛷1(𝑡) + 𝑍(𝑡))𝑙1 + 𝑘𝑑32(𝑐𝛷(𝑡) + ℎ𝛹1(𝑡) + 𝑙1𝛷1(𝑡)
+ 𝑍(𝑡))𝑙1 

(3) 

Рівняння по куту 𝜓 першої  ланки набуде наступного виду: 

𝑒4 = 𝐽1𝑥 (
𝑑

𝑑𝑡
𝛹(𝑡)) − (𝑧(𝑡) + ℎ𝑚)𝑚𝑣𝜔(𝑡) − 𝑘11(−𝑎𝜙(𝑡) − ℎ𝜓(𝑡) + 𝑧(𝑡))ℎ + +𝑘12(−𝑎𝜙(𝑡)

+ ℎ𝜓(𝑡) + 𝑧(𝑡))ℎ − 𝑘21(𝑏𝜙(𝑡) − ℎ𝜓(𝑡) + 𝑧(𝑡))ℎ + 𝑘22(𝑏𝜙(𝑡) + +ℎ𝜓(𝑡) + 𝑧(𝑡))ℎ
− 𝑘𝑑11(−𝑎𝛷(𝑡) − ℎ𝛹(𝑡) + 𝑍(𝑡))ℎ + 𝑘𝑑12(−𝑎𝛷(𝑡) + +ℎ𝛹(𝑡) + 𝑍(𝑡))ℎ
− 𝑘𝑑21(𝑏𝛷(𝑡) − ℎ𝛹(𝑡) + 𝑍(𝑡))ℎ + 𝑘𝑑22(𝑏𝛷(𝑡) + ℎ𝛹(𝑡) + 𝑍(𝑡))ℎ 

(4) 

Рівняння по куту 𝜓1 другої  ланки набуде наступного виду: 

𝑒5 = 𝐽1𝑥 (
𝑑

𝑑𝑡
𝛹1(𝑡)) − (𝑐𝜙(𝑡) + 𝑑1𝜙1(𝑡) + 𝑧(𝑡) + ℎ𝑚1)𝑚1(𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑠 𝛾 (𝑡)) − (𝑢(𝑡) − 𝜔(𝑡)𝑐)

𝑠𝑖𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝛾 (𝑡)))(𝜔(𝑡) − 𝛤(𝑡)) − 𝑘31(𝑐𝜙(𝑡) − ℎ𝜓1(𝑡) + 𝑙1𝜙1(𝑡) + 𝑧(𝑡))ℎ
+ 𝑘32(𝑐𝜙(𝑡) + ℎ𝜓1(𝑡) + 𝑙1𝜙1(𝑡) + 𝑧(𝑡))ℎ − −𝑘𝑑31(𝑐𝛷(𝑡) − ℎ𝛹1(𝑡) + 𝑙1𝛷1(𝑡)
+ 𝑍(𝑡))ℎ + 𝑘𝑑32(𝑐𝛷(𝑡) + ℎ𝛹1(𝑡) + 𝑙1𝛷1(𝑡) + 𝑍(𝑡))ℎ 

(5) 

Проілюструємо чисель-
нии  аналіз системи при реалі-
зації  стаціонарного кругового 
руху на прикладі кутової  коор-
динатам крену першої  ланки 𝜓 
та другої  ланки 𝜓1 (рис. 1). 

Рух автопої зда прохо-
дить на максимальних значен-
нях швидкості за умов стіи кого 
кругового руху зі сталим радіу-
сом, з первинними збуджен-
нями по координатам 𝜓0, 𝜓10. 

Як слідує з наведених 
графіків, після початкового 
збудження по координатам  𝜓0, 

𝜓10 коливання згасають та стають рівними та значенням близьким до 0,0175 рад≈1°, але до 
нульового положення стану спокою не повертаються внаслідок дії  моментів сил інерції  у кожніи  
ланці автопої зда. 

 
Рис. 1. Зміна кутової координати по крену першої ланки 𝝍 
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Розглянемо, як впливають сили інерції  на перерозподіл вертикального навантаження в 
стаціонарних кругових режимах на прикладі осі другої  ланки автопої зда 𝑧21 та 𝑧22 з певними 
початковими збудженнями по координатам 𝜓0, 𝜓10 (рис. 3). 

На графіку чітко 
просліджується вплив сил 
інерції  та початкового 
збудження на пере-
розподіл навантажень для 
коліс осі другої  ланки. 

Як бачимо з рис. 4, 
характер кривих при ве-
ликих значеннях часу 
співпадає, криві виходять 
з однієї  точки, що свід-
чить про рівність наван-
тажень на колеса однієї  
осі для різних бортів в мо-
мент початку руху (коли 
сили інерції  відсутні) та 
ї хньому поступовому 
рості через виникнення 
відцентрових сил, що 
співпадають з поведінкою 
реального автопотяга. 

Обговорення. Пос-
тупове зростання зчепле-
них автопої здів у світі, 
особливо електричних 
моделеи  та наводні (в та-
ких краї нах, як Китаи ська 
Народна Республіка, США, 
Європеи ськии  Союз, Перу, 
Колумбія, Бразилія, Мек-
сика тощо), демонструє 
важливість та пріорите-
тність даного питання на 
сьогоднішніи  день та на 
перспективу [22]. Поряд з 
цим, потребують деталь-
ного дослідження існую-
чих плоских двоколіи них 
моделеи  руху зчлено-
ваних автопотягів до про-
сторової  моделі. Серед ін-
шого, деталізуючи вище 
наведене, потрібно приді-
ляти увагу таким ї х скла-
довим як маневро-
вість [23], що дозволяє 
визначити кут повороту 
та необхідну швидкість у 
ситуації  гальмування та 
тягловому режимі и  вли-
ває на стіи кість автопо-
тягу. Якщо ж відбувається 

нерівномірнии  перерозподіл гальмування на осі автобуса, а отже и  колеса, то знижується 
ефективність гальмівної  системи, що призводить до низького рівня стіи кості автопотяга [19]. 
Окрім робочої  та стоянкової  системи гальм, кожен автопої зд повинен мати також и  запасну [24]. 

 
Рис. 2. Зміна кутової координати по крену другої ланки 𝝍𝟏 

 
Рис. 3. Зміна вертикальних навантажень на осі другої ланки 
автопоїзда у стаціонарних кругових режимах з початковими 

збудженнями по координатам 𝜓𝟎, 𝜓𝟏𝟎 
 

 
Рис. 4. Зміна вертикальних навантажень на колеса осі другої 

ланки в стаціонарних кругових режимах без початкових 
збуджень 
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Висновки та перспективи подальших розвідок 

В даніи  роботі продемонстровано доповнення до існуючої  просторової  моделі руху 
автопотяга, яка враховує взаємнии  перерозподіл та вплив вертикальних коливань на 
керованість плоскопаралельного руху досліджуваного автопотяга. В наступних матеріалах буде 
продемонстрована зміна властивостеи  повороткості дволанкового автобуса з різними 
варіантами прикладання тягових або гальмівних зусиль. 
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